6. TRIANGULACJA DELAUNAY

Niniejsze ¢wiczenie ma na celu zapoznanie studentéw z metodami podziatu obszaru
na tréjkaty. Majac do dyspozycji punkty wejSciowe obszaru nalezy je w ten sposdb
przetworzy¢, aby w pliku wyjsciowym znalazty sie wierzchotki tréjkatow.

Wprowadzenie teoretyczne

Definicja
Triangulacja Delaunay to taki podziat obszaru na tréjkaty, gdzie kazde koto opisane na
trzech sasiadujgcych ze sobg punktach z tesalacji Voronoia nie zawiera zadnego innego

punktu (patrz rysunek 1).

Rys 1: Ilustracja triangulacji Delaunay

Algorytm Bowyera-Watsona (B-W)

Algorytm ten okresla sposoéb triangulacji Delaunay po dodaniu nowego punktu tak,
aby nowa triangulacja spetniata réwniez warunki Delaunay. Po wstawieniu nowego punktu
trzeba sprawdzi¢, do ktorych okregédw opisanych on nalezy i potaczy¢ go ze wszystkimi
wierzchotkami trdjkatow, na ktdérych byty one opisane. W ten sposdb powstanie nowa
triangulacja Delaunay. Ten zupetnie podstawowy algorytm zilustrowany jest na rysunku 2.



Rys 2: Ilustracja algorytmu Bowyera-Watsona

Algorytm Greena-Sibsona (G-S)

Jest to poprawiony algorytm Bowyera-Watsona, wymyslony w tym samym celu, czyli
w celu wstawiania nowych punktéw do triangulacji Delaunay. Po dodaniu nowego punktu w
obszarze, najpierw tgczymy go z wierzchotkami tréjkata do ktdrego nalezy, a dopiero pdzniej
sprawdzamy, czy okregi opisane na powstatych w ten sposéb trojkatach nie zawierajg innych
punktow. Jesli zawierajg, to zmieniamy pofaczenia miedzy punktami podobnie jak w
algorytmie B-W. Réznica w stosunku do algorytmu Bowyera-Watsona nie jest wielka, ale G-S
jest zdecydowanie szybszy, bowiem nie zawsze konieczne jest sprawdzanie wszystkich
tréjkatow.

Algorytm Tenemura-Merriana (T-M)

Algorytm ten okresla postepowanie przy dodawaniu nowych tréjkatow brzegowych w
metodzie postepujgcego brzegu (ang. Advancing Front Method -- AFM). Aby zdecydowac,
ktéry z punktéw nalezy potaczy¢ z punktami na brzegu (tworzac w ten sposéb nowy tréjkat),
sprawdza sie interacyjnie, czy dla kolejnych préb s3g ,,puste okregi opisane". Jest uzywany
przy generacji siatek z pomocg metody Delaunay wstawiania punktéw.

Triangulacja Delaunay z ograniczeniami

Jest to szczegdlny rodzaj triangulacji Delaunay. Dotyczy obszaréow sktadajgcych sie z
dwéch lub wiecej czesci (domen). Granica oddzielajgca te podobszary nie moze ulec
przesunieciu, ani przerwaniu. Dlatego caty obszar nie musi spetnia¢ warunkéw Delaunay.
Muszg one by¢ jednak spetnione dla kazdego podobszaru z osobna. Jest to rozszerzenie
definicji triangulacji Delaunay w celu dostosowania jej do warunkéw fizycznych. Rdzine
podobszary oznaczajg najczesciej rozne materiaty fizyczne.
Niestety mozna udowodnic, ze nie da sie sformutowacé odpowiednika tej definicji w trzech
wymiarach. Z tej przyczyny budowanie siatki tréjwymiarowej, ktéra ma zawiera¢ okreslone
siatki powierzchniowe (jest tak prawie zawsze) jest trudnym problemem.




Transformacje siatek

W celu poprawy istniejgcej juz triangulacji, zblizeniu sie do optimum globalnego, stosuje sie
rézne techniki zmiany konfiguracji sieci.

Dwuwymiarowa zamiana krawedzi
opiera sie na tym, zZe istniejg dwa sposoby triangulacji czterech punktow, tak jak to
pokazano na rysunku 3. W celu wybrania korzystniejszego uktadu mozna stosowac

rozne optymalizacje, na przyktad maksymalizacje minimalnego kata.

Rys 3: Ilustracja zamiany krawedzi w dwoch wymiarach

Algorytm przecinajacych sie krawedzi

to metoda podobna do dwuwymiarowej zamiany krawedzi, ale umozliwiajgca
optymalizacje bardziej globalng, a nie tylko w czterech punktach.

Trojwymiarowa zamiana $cian
to technika oparta na twierdzeniu sformutowanym przez Lawsona, ze w przestrzeni d
wymiarowej, z d+2 punktéw mozna utworzy¢ elementy na co najwyzej dwa sposoby.

Z pieciu punktow w trzech wymiarach mogg powsta¢ 2, 3 lub 4 czworosciany. W
kazdym z tych przypadkdéw stosuje sie inny mechanizm zamiany $cian.

Polecenia:

1. Implementacja algorytmu triangulacji Delauney’a w Matlabie

Dokona¢ implementacji algorytmu triangulacji Delauney’a w Matalbie wedtug
definicji algorytméw przedstawionych powyzej lub opisu zawartego ponizej lub wg
wtasnego zaproponowanego algorytmu. Przygotowac tak kod Zrédtowy programu,
aby plik wynikowy mozna byto prezentowac w programie ‘gnuplot’. Mozna sie oprzec
na kodzie programu zatgczonym w dalszej czesci ¢wiczenia.

Przyktadowy algorytm.



Wsrdod podanych punktéw poszukaj dwdch najblizej potozonych i traktuj
je jako pierwszg prosta.

Pobierz trzeci punkt rézny od tych dwdch taczac je wyznacz pierwszy
tréjkat.

Opisz okrag na trojkacie tzn. znajdz jego srodek oraz promien.

Sprawdz czy wewnatrz okregu znajduje sie jakis punkt przez wyliczenie
dtugosci odcinka miedzy danym punktem a $rodkiem okregu.

e Jezeli dtugosc¢ jest mniejsza od promienia - obrany punkt lezy
wewnatrz okregu i przyjmij go jako nowy wierzchotek trdjkata -
wyznacz nowy $rodek okregu i promien nastepnie skok do pkt.4

e Jezeli nie ma punktow, dla ktorych odcinek tgczacy dany punkt i
srodek okregu jest mniejszy od promienia - skok do pkt. 5.

Zaznacz tréjkat okreslony wg. powyzszych kryteridw.
Sprawdz czy istniejg nowo utworzone tréjkaty:

6.1. Jezeli tak to pobierz kolejno utworzone trojkaty w celu tworzenia
kolejnych trdojkatow przylegajgcych do juz utworzonych poprzez:

I.  Ztréjkata wybierz dwa punkty i sprawdz po ktdrej stronie od tych
punktow lezy wierzchotek.

Il.  Sprawdz czy isniejg punkty (na potptaszczyZnie wyznaczonej przez
prostg - po przeciwnej stronie od wierzchotka) z ktérymi mozna
utworzyc¢ tréjkat

e Jezeli s punkty pobierz taki punkt wyznacz srodek okregu
opisanego na tréjkacie i jego promien i skok do pkt. Ill.

e Jezeli nie ma wolnych punktéw :

o Wybierz kolejne dwa punkty w trdjkacie i skok do
pkt. Il

o Jezeli brak punktéw do sprawdzenia w trdjkacie
skok do pkt. 6.

lll.  Sprawdz czy wewnatrz okregu znajduje sie jakis punkt przez
wyliczenie dtugosci odcinka miedzy danym punktem a srodkiem
okregu.

e Jezeli dtugos¢ jest mniejsza od promienia - obrany punkt
lezy wewnatrz okregu i przyjmij go jako nowy wierzchotek
tréjkata, wyznaczam nowy srodek okregu i promien
nastepnie skok do pkt. Ill.

e Jezeli nie ma punktow, dla ktérych odcinek tgczacy dany
punkt i srodek okregu jest mniejszy od promienia - skok do
pkt. IV.

IV.  Zaznacz wyznaczony tréjkat.

V.  Sprawdzczy:

e Istniejg punkty w pobranym trdjkacie na podstawie
ktorych nie byto sprawdzane istnienie punktéw do
utworzenia tréjkata - pobierz je i skok do II.

e Jesli nie ma juz takich punktéw w pobranym trdéjkacie to
skok do 6.



6.2. Jezeli nie ma skok do pkt. 7.

7. Zakonczenie Triangulacji.

Dziatanie algorytmu opiera sie na pobieraniu punktéw wedtug kolejnosci w
jakiej zostaty wczytane z pliku. Powoduje to ze w przypadku kilku punktow
znajdujacych sie na badanym okregu pobierany jest punkt ktory znajdowat sie
najwczesniej na liscie. W przypadku wyboru innego punktu z okregu mozliwe
jest osiggniecie innej siatki triangulacyjnej w okolicach tych punktow. W
przypadku innych punktéw sposéb pobierania punktéw nie ma wptywu na
przeprowadzenie triangulacji.

1. Implementacja algorytmu triangulacji Delauney’a w Matlabie

Ponizej przedstawiono kod programu w Matlabie realizujgcego triangulacje Delauney’a
wedtug algorytmu przedstawionego w instrukcji do ¢éwiczenia (kod programu w pliku
triangulacja.m):

fid = fopen('punkty.txt');

if fid~=-1
points = fscanf (fid, '%g %g', [2 inf]);
points = points';
1 pkt = size(points,1);
fclose (fid) ;
else
1 pkt = 0;
end

plot (points(:,1),points(:,2),'0o");
if 1 pkt>2

$siatka trdjkatdw triangulacyjnych:
siatka 3k=[];

%lista utworzonych trojkatdéw, do ktdérych mozna dobudowaé wierzcholki:
list 3k=[];

%najblizsze punkty:
min_dist=inf;
min distl=-1;
min dist2=-1;
for i=1:1 pkt
for j=i+l:1 pkt
dist=odleglosc (points(i,1l),points(i,2),points(j,1l),points(j,2));
if dist<min_dist
min_dist=dist;
min distl=i;
min_dist2=3;
end
end
end

%kandydat na 3 wierzchoiek:
pt=-1;
for i=1:1 pkt
if i~=min distl && i~=min_dist2 &&
~wspolliniowe (points(min distl,1),points(min distl,2),points (min dist2,1),points(min dist2,2),
points (i, 1l),points(i,2))
pt=i;
break;
end



end

Swybdr trzeciego wierzchotka:
while 1
%obliczenie $rodka i promienia okregu dla pt:
[xo_pt, yo_pt,
r2_pt]=okrag(points (min distl,1),points(min _distl,2),points(min_dist2,1),points(min_dist2,2),p
oints (pt,1),points (pt,2));

%sprawdzenie czy wewnatrz okregu sa inne punkty:
no_pt=1;
for i=1:1 pkt
if i~=min distl && i~=min dist2 && i~=pt && odleglosc(xo pt, yo pt,
points (i, 1), points(i,2))<r2 pt
pt=i;
no_pt=0;
break;
end
end

if no_pt
break;
end

end

Swstawaimy pierwszy trdjkat:
[list 3k, siatka 3k]=wstaw3k(min distl,min dist2,pt,list 3k,siatka 3k, 3);

%$sprawdzanie kolejnych bokdédw tworzonych trdjkatdw:
while size (list 3k,1)

%kandydat na nowy wierzchotek:
pt=-1;
for i=1:1 pkt
if i~=list 3k(1,1) && i~=list 3k(1,2) && i~=list 3k(1,3) &&
wpolplaszczyznie (points (list 3k(1,1),1),points(list 3k(1,1),2),points(list 3k(1,2),1),points (1
ist 3k(1,2),2),points(list 3k(1,3),1),points(list 3k(1,3),2),points(i,1),points(i,2))
pt=i;
break;
end
end

%wyznaczenie nowego wierzchotka:
if pt>0
while 1
%obliczenie $rodka i promienia okregu dla pt:
[xo_pt, yo_pt,
r2_pt]=okrag(points(list 3k(1,1),1),points(list 3k(1,1),2),points(list 3k(1,2),1),points(list
3k(1,2),2),points (pt,1),points (pt,2));

%sprawdzenie czy wewnatrz okregu sa inne punkty:
no_pt=1;
for i=1:1 pkt
if i~=list 3k(1,1) && i~=list 3k(1,2) && i~=list 3k(1,3) && i~=pt &&
odleglosc(xo_pt, yo pt, points(i,1l), points(i,2))<r2 pt
pt=i;
no_pt=0;
break;
end
end

if no_pt
break;
end

end
Swstawienie nowego trdjkata na liste:
[list 3k,
siatka 3k]=wstaw3k(list 3k(1,1),list 3k(1,2),pt,list 3k,siatka 3k,2);
end
%usuniecie sprawdzonego boku z listy:

list 3k=list 3k (2:size(list 3k,1),:);
end



%rysowanie siatki trdéjkatdw:
hold on;

for i=l:size(siatka 3k, 1)
plot ([points(siatka 3k (i,1),1) points(siatka 3k(i,2),1) points(siatka 3k(i,3),1)

points(siatka 3k(i,1),1)], [points(siatka 3k(i,1),2), points(siatka 3k(i,2),2)
points(siatka 3k (i, 3),2) points(siatka 3k(i,1),2)]);

end

hold off;

$zapis do pliku:
fid=fopen('siatka.txt','w');
if fid~=-1
for i=l:size(siatka 3k, 1)
fprintf (fid, '$g %g9\n%g %g\n%g %g\n%g %g\n\n',points(siatka 3k(i,1),1),
points(siatka 3k(i,1),2), points(siatka 3k(i,2),1), points(siatka 3k(i,2),2),
points(siatka 3k (i,3),1), points(siatka 3k(i,3),2), points(siatka 3k(i,1),1),
points(siatka 3k(i,1),2));
end
fclose (fid) ;
end

end

Program dokonuje triangulacji dla punktéw o wspdtrzednych wczytywanych z pliku o
nazwie ,punkty.txt”. Wyniki triangulacji — wspdtrzedne wierzchotkéw z powtdrzonymi
wspotrzednymi poczatkowego wierzchotka zapisywane sg do pliku ,siatka.txt”, co umozliwia
wykorzystanie tych danych do narysowania siatki z uzyciem innego narzedzia.

Dodatkowo, program wyswietla obliczong siatke triangulacyjng oraz punkty na wykresie.

Funkcje wymagane do wykonania programu zaimplementowano w osobnych plikach:
- odleglosc.m

- okrag.m

- prosta_prostopadla.m

- punkt_przeciecia.m

- rownanie_prostej.m

- symetralna.m

- wpolplaszczyznie.m

- wspolliniowe.m

- wstaw3k.m

Wynik triangulacji dla przyktadowego zestawu punktow (rys. 1):
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Rys. 1. Przykfad dziatania programu. Punkty zaznaczono okregami.

Do sprawozdania prosze dofaczy¢ kod zZrédtowy w Matlabie oraz odpowiedzi na
zadane pytania. W kodzie zréodtowym prosze umiesci¢ informacje o autorstwie kodu.

Uwagi organizacyjne:

1. Katalogiem roboczym do umieszczania wtasnych plikéw jest x:\. Przed
przystgpieniem do ¢wiczen nalezy usung¢ wszystkie pliki z tego katalogu.

2. Kod zréodtowy w wersji elektronicznej znajduje sie w katalogu
v:\biometrics\Delaunay.
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