7. DIAGRAMY VORONOI'A

Niniejsze ¢wiczenie ma na celu zapoznanie studentéw z tytutowymi diagramami
Voronoi’a. Majac do dyspozycji punkty wejsciowe nalezy je w ten sposob przetworzy¢, aby w
pliku wyjsciowym znalazty sie wierzchotki odcinkdw otaczajacy dany punkt oraz sam punkt.

W ¢wiczeniu wykorzystywany jest program voronoi, ktdry jest odniesieniem do
implementacji wtasnego algorytmu wyznaczania diagraméw Voronoi’a.

Wprowadzenie teoretyczne

Diagramy Voronoia’a sg to komorki, ktére wewnatrz posiadajg tylko jeden punkt
wejsciowy. Krawedz danego diagramu jest w rownej odlegtosci od dwodch sgsiednich
punktéw wejsciowych, tzn. ze linia oddzielajgca dwa punkty lezy w poftowie odlegtosci
miedzy nimi. Przyktad diagraméw Voronoi’a znajduje sie ponizej (rysunek 1):
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Rysunek 1

Wyznaczanie diagraméw Voronoi’a mozemy podzieli¢ na trzy przypadki:
1. Liczba punktéw wejsciowych jest rowna 1.
2. Liczba punktéw wejsciowych jest rowna 2 lub wszystkie punkty wejsciowe lezg
na jednej linii.
3. Liczba punktéw wejsciowych jest réwna lub wieksza od 3.

W przypadku pierwszym nie mozemy wyznaczy¢ diagraméw Voronoi’a, poniewaz na
pfaszczyznie znajduje sie tylko jeden punkt. Mozna powiedzieé, ze istnieje tylko jedna
komorka, ktéra posiada swoje granice w nieskoriczonosci.

Przypadek drugi jest juz bardziej ztozony. Punkty lezagce na jednej linii majg krawedzie
oddzielajace je, ktére sg rownolegte i nieskoriczenie dtugie (rysunek 2)
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Rysunek 2

W przypadku tym, aby wyznaczy¢ proste oddzielajgce punkty wejsciowe, nalezy okresli¢
punkt lezgcy w potowie odlegtosci miedzy nimi.

Niech punktami wejsciowymi bedg punkty P; i P,, a punktem lezgcym miedzy nimi S takimi,
ze:

P =(x, )
P, =(x,,),);
S =(x5,5);
Wodwczas:
X, +Xx
X, = 12 2.
»nty
Vs = 12 2

Nastepnym krokiem jest okresSlenie prostej prostopadtej do prostej przechodzacej przez
punkty P1 i P,, do ktérej nalezy punkt S.

Nich prostg przechodzacg przez punkty Py i P, bedzie prosta l.
Yo =N

l[ry==—"—"(x—x)+;
Xy =X
gdzie
a= Vo= N :
Xy, =X

Prosta prostopadta do prostej | to prosta k:
k:y=cx+d,;



ktora jest zwigzana z prostg | nastepujacg zaleznoscia:

ac=-1;
-1
c=—1;
a
X, —X
c=21""2.
=0

Do wyznaczenia niewiadomej d skorzystamy z faktu, ze do prostej k nalezy punkt S, tzn. ze
spetnia rownanie tej proste;j:

Sck;
Yg =cxg +d;
d =y, —cxg;
X, —X
d=ys—xs——*;
V=)
Ostatecznie prosta k ma postac:
X

l(x_xs)+ys;

Y=
Zauwazmy, ze w przypadku tym y; musi by¢ rézny od ys,.
Jezeli okaze sie, ze punkty P; i P, majg taka samag wspdtrzedna x lub y (jednoczesnie nie
zajdzie przypadek gdy x;=x; i y1=Yy,, bo wéwczas oznaczatoby to, ze mamy do czynienia z tym
samym punktem.), to wtedy prosta k przyjmuje postac:
k:y=y; dla x; =xy;

k:y=

k:x=xg dlay: =y

Ostatnim przypadkiem jest przypadek, gdy liczba punktow wejsciowych jest rowna
badz wieksza od trzech. W tym wypadku najprosciej jest skorzystaé z metody ,,pustych
okregéw”.

Metoda pustych okregéw polega na wyznaczeniu wszystkich mozliwych okregéw na
bazie trzech dowolnych punktéw wejsciowych. Gdy okreslimy réwnanie okregu nalezy
sprawdzi¢ czy jakis inny punkt wejsciowy nie lezy wewnatrz tego okregu. Jezeli okaze sig, ze
okreg jest pusty to jego Srodek wyznaczy nam punkt lezgcy w réwnej odlegtosci od trzech
punktéw wejsciowych. Postepujgc w ten sposdb dla wszystkich punktow wejsciowych,
otrzymamy dla kazdego punktu pewien zbiér sSrodkdw okregdw. tgczac je otrzymujemy
krawedzie diagraméw Voronoi’a. Rysunek 3 ukazuje ten przypadek.



Rysunek 3

Wykres powyzej ukazuje pewng niedoskonatos¢ tej metody. Punkty wejsciowe lezgce
na granicy obrazu nie majg okreslonych krawedzi, ktére by je rozdzielaty. Ten problemem
zostat rozwigzany i opisany w dalszej czesci tekstu. W tym miejscu chciatbym zajac sie
wyznaczeniem srodka okregu, zbudowanego na bazie trzech punktéw wejsciowych.

Niech punktami wejsciowymi bedg punkty Py, P, i P53 takie, ze:

B =(x,»);

P =(x,3,);

Py =(x3,3);
a srodkiem okregu punkt S:

S =(Xg,¥5);

RAwnanie okregu ma postac:
(x=x5)" +(y—y5) =17
gdzie r jest promieniem okregu.
Punkty P4, P,, P3s nalezg do tego okregu, czyli spetniajg powyisze réwnanie.
(x, _xs)2 +(n _J’s)z =r’;
(x, _xs)z +(, _ys)2 =r’;
(x4 _xs)2 + (1, _ys)2 =r
Mamy trzy rownania i trzy niewiadome, tak wiec mozliwe jest okreslenie szukanych wartosci

2
Xs, ¥Ys, I
Gdy od pierwszego i trzeciego rownania odejmiemy drugie rownanie i przeksztatcimy je

odpowiednio to otrzymamy:
2

2x5(x, =x)+2y5(¥, =) =x22 _xlz +y22 -
2xg(x, =x3) +2y5(y, — ¥3) :x22 _x32 +y22 _ysz;



Stosujac teraz metode wyznacznikdw mamy:

W=4(x, —x)(y, = ¥;) —4(x, = x3)(v, = 0);
Wy, = 2(y, _y3)(x22 _xlz +y22 _Jﬁz)_z(yz _yl)(x22 _x32 +J’22 _J’32);

WYS =2(x, _x1)(x22 _X32 +y22 _y32) - 2(x, _Xs)(xz2 _xlz + y22 _ylz);

czyli
Wy,
Xy = — ;
Wy,
Vs = W >

r’ = (x, _xs)2 +( _ys)z;
Wyznaczenie niewiadomych xs, Vs, r? jest mozliwe gdy W # 0. Przypadek, gdy W = 0
wystepuje wowczas, gdy trzy punkty wejsSciowe majg ktdérgs ze wspdtrzednych réwna
(punkty lezg w jednej linii).

Kolejnym krokiem jest odpowiednie uporzadkowanie otrzymanych punktéw
(sSrodkéw okregdéw). W tym celu nalezy przejs¢ na wspoétrzedne biegunowe, ale wzgledem
punktu wejsciowego, do ktérego owe Srodki okregdw nalezg (wspoétrzedne danego punktu
wejsciowego sg wspotrzednymi poczatku uktadu wspétrzednych dla jego sSrodkéw okregdw).
Nastepnie porzadkujemy punkty zgodnie z regutg — punkt o najwiekszym kacie znajduje sie
na poczatku zbioru a o najmniejszym kacie na koncu. Podczas implementacji okazato sie, ze
konieczna jest rowniez zmiana kata srodkdéw okregdédw uzalezniona potozeniem punktu
wejsciowego wzgledem innych punktéw wejsciowych. W tym celu okreslany jest ,wirtualny”
srodek uktadu. Wyznaczmy go w ten sposob, ze wspotrzedna x jest Srodkiem odlegtosci
miedzy punktami o najwiekszej i najmniejszej wspotrzednej x, a wspoirzedna y w analogiczny
sposoéb dla punktéw o najwiekszej i najmniejszej wspotrzednej y. Nastepnie przechodzimy na
wspotrzedne biegunowe ze wszystkimi punktami wejsciowymi tak jakby S$rodek uktadu
wspotrzednych lezat w ,wirtualnym” srodku. Na tej podstawie okreslmy zmienng offset,
ktora jest odejmowana od srodkéw okregdw (kazdy punkt ma swdj wtasny offset).
Okreslenie zmiennej offset:

3z 4 T
— < kat < — = offset = —;
4 4 I 2

%<kat<%:>offset=7r;

b4 T kY4
— < kat < — = offset = —;
4 4 /3 2

kat>%rvkat<%:0ﬂset=0;

kat={£,3—ﬁ,5—ﬂ,7—”}:>oﬁset=kat;

44 4 4

Ostatecznie $rodek okregu ma kat jaki wynika z jego pofozenia wzgledem punktu
wejsciowego pomniejszony o (2m — offset). W ten sposéb dla punktu wejsciowego
znajdujgcego sie w gornej czesci obrazu srodek okregu majgcy najmniejszy kat to Srodek



lezacy na dodatniej poétosi OY (wzgledem punktu wejsciowego). Sytuacje tg ilustruje rysunek
4,
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Punkt wejsciowy
T
Rysunek 4

Zajmijmy sie teraz punktami lezgcymi na granicy obrazu i wyznaczeniem krawedzi
rozdzielajacych je. Wyznaczenie owych krawedzi mozemy podzieli¢ na dwa przypadki:
1. Punkty wejsciowe ,widzg sie” (rysunek 5, punkty A).
2. Punkty wejsciowe s3 ,zastoniete” przez srodek okregu lezacy miedzy nimi
(rysunek 5, punkty B).

Rysunek 5.

W przypadku pierwszym postepujemy analogicznie do jak w przypadku, gdy liczba
punktéw wejsciowych jest rowna 2 lub punkty wejsciowe lezg w jednej linii. Oznacza to, ze



wyznaczmy punk S lezgcy na srodku odlegtosci miedzy punktami, a nastepnie okreslamy
prostg prostopadta do prostej przechodzacej przez dwa punkty wejsciowe, takg ze punkt S
nalezy do niej. Zauwazmy, ze punkt S moze znajdowac sie na poczatku lub koncu zbioru
srodkow okregéw. To kryterium wraz z faktem, ze punkt S musi spetni¢ je dla jednego i
drugiego punktu wejsciowego, jest wykorzystywane do okreslenia, czy punkt S jest punktem
srodkowym punktéw lezacych na granicy obrazu.

Przypadek drugi jest troche bardziej skomplikowany niz pierwszy. Zauwazmy, ze
srodek okregu powstat z trzech punktéw wejsciowych, ktére tworza trojkat rozwartokatny.
W czasie wyznaczania réwnania okregu, gdy czynnos¢ ta sie powiodta, nalezy sprawdzi¢ czy
punkty na bazie, ktérych powstat dany okrag nie tworzg trdjkata rozwartokatnego. Jezeli
zachodzi taki przypadek to wowczas punkty lezace na ramionach kata rozwartego musza
zapamieta¢ wspotrzedne drugiego punktu oraz srodek okregu. Niech punktami tworzgcymi
okreg i tréjkat rozwartokatny bedg punkty:

B =(x,0n);

P=(x,3,);

Py =(x3,3);
a srodkiem okregu

S =(Xg,¥5);

wowczas punkt P, zapamietuje w odpowiednim zbiorze punkty Ps3 i S, a punkt P3 punkty Py i
S.

O

S
Py

p
P, ;

Rysunek 6.

Nastepnie, po wyznaczeniu wszystkich srodkéw okregéw oraz punktow krawedzi z
przypadku pierwszego, sprawdzamy dla wszystkich punktéw wejsciowych (tych, ktdére
tworzyty tréjkat rozwartokatny) czy zapamietany punkt S znajduje sie na poczatku lub na
konicu zbioru wyznaczonych predzej punktow komorki. Jezeli taka sytuacja ma miejsce
woéwczas wyznaczamy prostg prostopadta do punktdéw P; i P,, taka ze nalezy do niej punkt S.

Na zakonczenie sprawdzamy, czy wszystkie punkty wejsciowe spetniajg nastepujace
warunki:

e zawierajg dwa punkty okreslajace krawedzie;
e nie zwierajg zadnych punktow okreslajacych krawedzie.



Jezeli okaze sie, ze ktéry$s z punktéw posiada tylko jeden taki punkt, to wéwczas
nalezy go usung¢ ze zbioru. Tu pojawia sie problem, gdyz punkt ten nalezy usungc¢ réwniez ze
zbioru drugiego punktu wejsciowego. Dlatego tez punkt okreslajgcy krawedz znajdujgcy sie
w zbiorze punktu P; zapamietuje punkt P3 i na odwrét. W ten sposdb mozna okredli¢ ten
drugi punkt wejsciowy. Jednoczesnie ze zbioru punktéw zapamietanych (tych, ktére tworza
trojkat rozwartokatny) punktu P; usuwamy punkty P3 i S i odwrotnie. Jezeli wystgpita
operacja usuwania punktu to wodwczas sprawdzamy pozostate punkty zapamietane, czy
czasami one nie utworzg punktu krawedzi. Czynnos¢ tg powtarzamy tak dtugo, az wszystkie
punkty wejsciowe nie bedg spetniaé powyziszych dwdch warunkéw. Ostatecznie
otrzymujemy wynik taki jak na rysunku 7.

Rysunek 7
Zauwazmy, ze punkty okreslajgce krawedzie dla punktéw lezgcych na granicy obrazu
ograniczajg dtugos¢ tychze krawedzi. Teoretycznie powinny one by¢ nieskoriczenie diugie,

ale w praktyce stosuje sie ich okreslong dtugos¢, ktérg mozna ustalic.

W ten sposéb otrzymalismy diagramy Voronoi’a dla zadanych punktéw wejsciowych.

Obstuga programu:

Program wymaga podania pliku z punktami wejsciowymi. W wyniku dziatania
programu otrzymamy rowniez plik zawierajgcy wspoétrzedne wyznaczonych punktéw.
Przyktadowe wywotanie programu:

voronoi -i [nazwa pliku wejs$ciowego] —o [nazwa pliku wyjsciowego]



W przypadku, gdy nie podano nazwy pliku wejsciowego lub nazwy pliku wyjsciowego
to domyslnie zostang przyjete odpowiedni nazwy punkty.txt iwynik.vor.

Polecenia:

1. llustracja wyznaczania diagraméw Voronoi’a

Przeprowadzi¢ dla ponizszych punktéw wejsciowych wyznaczenie diagramow
Voronoi’a za pomocg programu voronoi.

a)
Punkty wejsciowe:
1,1
4,3
2,2
54
2,4
2,2
5 -1
4,0

Wynik dziatania:

10

_'“:I 1 1 1 1 1 1 1 1



Przypadek ten jest ciekawy z tego wzgledu, ze wszystkie punkty wejsciowe

4

lezgce na granicy obrazu nie ,widzg sie”.

b)
Punkty wejsciowe:
-1,1
0,1
1,1
-1,0
0,0
1,0
-1,-1
0,-1
1,-1
4]
4t
2 L
* * *
0 + * *
* * *
2t
!
-F L L L L L
£ -4 -2 0 2 4 B
Przyktad punktow regularnie utozonych na ptaszczyznie.
c)
Punkty wejsciowe:
1,4
3,4
-1,3
-0.5,3
15,3
-0.5,2.5

-1,2



0.5, 2
2,2
-0.5,1.5
1,1

2,1
4,15
3,05

Przyktad punktow o utozeniu losowym.

2. Implementacja algorytmu wyznaczania diagraméw Voronoi’a w Matlabie

Dokona¢ implementacji algorytmu wyznaczania diagraméw Voronoi’'a w Matalbie
wedtug opisu zawartego w czesci teoretycznej bazujac na kodzie przedstawionym
ponizej. Dokonaé¢ poréwnania wynikéw dziatania programu z programem voronoi dla
punktow wejsciowych zdefiniowanych w punkcie 1 zbioru poleceni. Wyjasnié rdznice
w uzyskanych wynikach? Przygotowac tak kod zrédtowy programu, aby plik wynikowy
mozna byto prezentowac w programie ‘gnuplot’.

My_vor, gtdwna funkcja realizujgca dzielenie ptaszczyzny na komérki. Po zakonczeniu
obliczen, funkcja wyswietla podziat na ekranie, przy pomocy funkcji ,plot”, oprécz tego
zapisuje wspotrzedne punktow do pliku, dzieki czemu mozemy je wyswietli¢ przy pomocy
programu GnuPlot. Zmienna hm okresla, ktéry z przypadkdéw chcemy uzyé, sg do wyboru (1-
3) zbiory liczb podane w punkcie pierwszym, oraz (0) —generowane sg przypadkowo liczby z
przedziatu 0-200, parametr hmt okresla ile takich liczb ma by¢ wygenerowane.

function [ vx, vy ] = my vor (hm,hmt)



switch
cas

end

functio
1s

Xt =
vt =

if (
xt

yt
end

ot =

bt =
tri(b

c =t
n=n

r
T =s

“+
Il

E = (
F=x

’

SRy

vy =

dx =

CcCxX =
cy =

nm =

ex =
ey =

VX =

hm
e 0
X = round (200 * rand(hmt,1))
Y = round (200 * rand(hmt,1))

e 2
X=[-1 ;0 ;1; -1; 0; 1 ;-1; O
y=( 1 ;1 ;1;0 ;0 ;0 ;-1 ;-1;
e 3
X=

[1; 3 ;-1 ;-0.5; 1.5 ;-0.5
Y=[4; 4 ;3; 3 ;3; 2.5; 2; 2;

n tri = delaunay ( X, Y );

= 1.
7

X(tri);
Y (tri);

Il
Il
=

size ( xt, 2 )
= xt';
= yt';

xt(:,1) .* ( yt(:,2) - yt(:,3
xt(:,2) .* (yt(:,3) - yt(:,1
xt(:,3) .* (yt(:,1) - yt(:,2

find ( ot < 0 )7

t,[1 2]) = tri(bt,[2 11);

r cn ( tri, X, Y );

umel ( X );

epmat ( (l:size(tri,1))', 1,

parse ( tri, tri(:,[3 1 21),
T & T'") .* T;

or (T, T'" ) .* T;

j, v 1 = find ( triu ( E ) );
j, vv ] = find ( triu ( E') )

[ c(v,1) c(vv,1) 1";
[ c(v,2) c(vv,2) 1';

j, z ] = find (F );

X(J) - X(1);

= Y(3) - Y(i);

= max (X) - min(X);
= max (Y) - min(Y);

( max (X) + min(X) )
( max(Y) + min(Y) )

/
/
sgrt ( rx .* rx + ry .* ry )

= nm ./ sgrt ( ( dx .* dx +

[ c(z,1) c(z,1) - dy .* scale
[ c(z,2) c(z,2) + dx .* scale

<
b
0]
b

’

’

) )
) )
) )i

3
t, n

’

+
+

;on) i

+ sgrt ( cx

dy

1"
1"

Lx o dy )

¥ cx + cy

)

Koey )i



cax = gcay

if ( isempty(ls) )
co = get(ancestor(cax, 'figure'), 'defaultaxescolororder');

hl = plot(X,Y,'."',"'color',co(l,:), "'parent',cax);
h2 = line(vx,vy,'color',co(l,:), 'parent', cax, 'yliminclude', 'off',
'xliminclude', 'off' );
else
[1,c,m,msg] = colstyle(ls);

error (msg)
if ( isempty (m) )

m = 'none';

end

hl = plot(X,Y,[c '".'], ' 'parent',cax);

h2 = line(vx,vy, 'color', c, 'linestyle', 1, 'marker', m, 'parent',
cax, 'yliminclude', 'off', 'xliminclude', 'off' );

end

file = fopen('d.dat','w');
for(m=1:2: (numel (vx)-1))

fprintf (file, '3d\t%d\n',vx (m), vy (m));
fprintf (file, 'sd\t%d\n',vx (m+l),vy (m+l));
fprintf (file, '\n');

end

fclose(file);

end;
Tr_cn, funkcja ta zwraca wspotrzedne srodka okregu opisanego na tréjkacie.
function ¢ = tr cn ( tri, x, y )
x1 = x(tri(:,1));
x2 = x(tri(:,2));
x3 = x(tri(:,3));

yl = y(tri(:,1));
y2 = y(tri(:,2));
y3 = y(tri(:,3))

’

all = x2 - x1;

alz2 = y2 - yl;

a2l = x3 - x1;

a22 = y3 - yl;

idet = all .* a22 - a2l .* al2;
d = find ( idet == 0 );

if ( ~isempty (d ) )

delta = sqgrt ( eps );

x1(d) = x1(d) + delta * ( rand ( size (d ) ) - 0.5 );
x2(d) = x2(d) + delta * ( rand ( size (d) ) - 0.5 );
x3(d) = x3(d) + delta * ( rand ( size (d ) ) - 0.5 );
yl(d) = yl(d) + delta * ( rand ( size (d ) ) - 0.5 );
y2(d) = y2(d) + delta * ( rand ( size (d ) ) - 0.5);
y3(d) = y3(d) + delta * ( rand ( size (d ) ) - 0.5 );

all = x2 - x1;
al2 = y2 - yl;
azl = x3 - x1;
a22 = y3 - yl;

idet = all .* a22 - a2l .* al2;

end
bl = all .* (x2+x1) + al2 .* (y2+yl);
b2 = a2l .* (x3+x1) + a22 .* (y3+yl);

idet = 0.5 ./ idet;



(a22 .* bl - al2 .* b2) .* idet;
(-a21 .* bl + all .* b2) .* idet;

XC
ycC

c = [ xc yc 1;

Do sprawozdania prosze dofaczy¢ kod zZrodtowy w Matlabie oraz odpowiedzi na
zadane pytania.

Uwagi organizacyjne:

1. Katalogiem roboczym do umieszczania wtasnych plikow jest x:\. Przed
przystgpieniem do ¢wiczen nalezy usungc wszystkie pliki z tego katalogu.
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